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EGY NEMLINEA´RIS VEGYES-EGE´SZE´RTE´KU˝ OPTIMALIZA´LA´SI
FELADAT KU¨LO¨NFE´LE MODELLJEINEK KOMPARATI´V ELEMZE´SE
DOBJA´NNE´ ANTAL ELVIRA E´S VINKO´ TAMA´S
Egy optimaliza´la´si feladat megolda´sa´nak sebesse´ge´t sokfe´le te´nyezo˝ befo-
lya´solhatja, to¨bbek ko¨zo¨tt az adott feladat me´rete (belee´rtve a va´ltozo´k e´s a
korla´tok sza´ma´t is), t´ıpusa (linea´ris, ege´sze´rte´ku˝ stb.), a megoldo´ algoritmus,
valamint a reprezenta´cio´ mo´dja (belee´rtve az alkalmazott adatstruktu´ra´kat
e´s a matematikai modellt is). Jelen tanulma´nyt egy ha´lo´zati folyam proble´ma
matematikai modellje´nek fel´ıra´sa kapcsa´n felmeru¨lo˝ ke´rde´sek ihlette´k.
A cikkben azt vizsga´ljuk, hogy egy konkre´t, nagyme´retu˝ linea´ris e´s nemli-
nea´ris vegyes-ege´sze´rte´ku˝ programokat is maga´ban foglalo´ optimaliza´la´si fel-
adat megolda´sa´nak sebesse´ge´t mennyiben befolya´solja ku¨lo¨nfe´le modelleze´si
technika´k alkalmaza´sa. Egy elosztott tartalommegoszto´ ha´lo´zat max-min
me´lta´nyos ero˝forra´s-eloszta´sa´nak kisza´mı´ta´sa´t ce´lzo´ modell tizenke´t va´ltoza-
ta´t hasonl´ıtjuk o¨ssze egy kiterjedt numerikus tesztele´s sora´n, ke´t professzio-
na´lis megoldo´ e´s huszonhe´t nagyme´retu˝ tesztfeladat felhaszna´la´sa´val.
Reme´nyeink szerint a ko¨zo¨lt eredme´nyek tu´lmutatnak a konkre´t proble´-
ma´n, e´s a´rnyaltabb ke´pet adnak ma´s hasonlo´ feladatok mege´rte´se´hez is.
1. Bevezete´s
E´lo˝ke´p interneten to¨rte´no˝ ko¨zvet´ıte´se´re sza´mos megolda´s le´tezik. Amennyiben
a ska´la´zhato´sa´g ke´rde´se fo¨lmeru¨l, gyakran az elosztott mo´don mu˝ko¨do˝ mo´dszerek
adnak mino˝se´gi va´laszt. Egy ilyen lehetse´ges mo´dszer a BitTorrent protokollon
alapszik [4]. A BitTorrent eredetileg egy tartalommegoszto´ rendszer, amely elso˝-
sorban nagyme´retu˝ fa´jlok hate´kony hozza´fe´re´se´t seg´ıti elo˝ [5, 8]. Kideru¨lt azonban,
hogy a protokoll re´szleteinek megfelelo˝ mo´dos´ıta´sa´val leheto˝se´gu¨nk van e´lo˝ ko¨zve-
t´ıte´sre (live streaming), illetve video-on-demand szolga´ltata´sok ta´mogata´sa´ra is
[7, 6, 15, 13, 12].
Mı´g a hagyoma´nyos tartalomleto¨lte´sne´l a felhaszna´lo´k ige´nye elso˝sorban a leto¨l-
te´s sebesse´ge´re vonatkozik (mine´l gyorsabb, anna´l jobb), addig a leto¨lte´s ko¨zbeni
megtekinte´s vagy meghallgata´s jellegu˝ szolga´ltata´sokna´l minden felhaszna´lo´ra a
sza´ma´ra ele´rheto˝ leheto˝ legjobb minima´lis leto¨lte´si sebesse´get kell garanta´lnunk.
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Jelen cikkben ez uto´bbi feladatra fo´kusza´lunk. A feladat, bizonyos felte´telek kiko¨-
te´se mellett, megfogalmazhato´ egy specia´lis szerkezetu˝ gra´fon e´rtelmezett nemline-
a´ris vegyes-ege´sze´rte´ku˝ optimaliza´la´si feladatke´nt. Ennek re´szletes le´ıra´sa´t az [1]
cikkben tala´lhatjuk meg. Mivel a vizsga´lt feladat megolda´sa´ra javasolt itera´cio´s
mo´dszer sza´mos re´szletet e´s modelleze´si meggondola´st tartalmaz, eze´rt terme´sze-
tesen ado´dik a ke´rde´s: vajon milyen te´nyezo˝k befolya´solja´k a megolda´s sebesse´ge´t?
Jelen cikkben o¨sszegyu˝jto¨ttu¨k a lehetse´ges opcio´kat, amelyeket re´szletes numerikus
vizsga´latoknak vetettu¨nk ala´. Ba´r a feladat specifikus, meggyo˝zo˝de´su¨nk, hogy az
elve´gzett numerikus tesztek a´ltal kapott eredme´nyek a´ltala´nosabb e´rve´nyu˝ empiri-
kus ke´pet adnak a hasonlo´ t´ıpusu´ proble´ma´k sza´mı´to´ge´pes megolda´si leheto˝se´geire.
A ko¨vetkezo˝kben elo˝szo¨r megadjuk a legfontosabb fogalmakat, valamint a hasz-
na´lt ha´lo´zati modellt (2. szakasz). Ezuta´n ro¨viden ismertetju¨k az [1] cikkben java-
solt itera´cio´s mo´dszert, tova´bba´ a lehetse´ges algoritmus va´ltozatok egy bo˝se´ges
lista´ja´t (3. szakasz). A felhaszna´lt tesztesetek le´ıra´sa´t (4. szakasz) a numerikus
eredme´nyek diszkusszio´ja ko¨veti (5. szakasz).
2. Max-min me´lta´nyos ero˝forra´s-eloszta´s proble´ma´ja
Ebben a fejezetben bevezetju¨k a legszu¨kse´gesebb defin´ıcio´kat, amelyek egy-
re´szt megadja´k a vizsga´lt feladat felhaszna´la´si teru¨lete´t, ma´sre´szt le´ırja´k a vizsga´lt
optimaliza´la´si algoritmus bemeneteke´nt szolga´lo´ folyam ha´lo´zatot.
Mint azt a bevezeto˝ben eml´ıtettu¨k, a vizsga´lt feladat egy elosztott tartalom-
megoszto´ rendszerben elo˝fordulo´ ero˝forra´s-eloszta´s proble´mako¨re´hez tartozik. Ez
a rendszer a BitTorrent. Jelen cikk szempontja´bo´l ne´zve a rendszernek ha´rom fo˝
komponense van: leto¨lto˝k (leecherek), megoszto´k (seederek) e´s a megosztott fa´jlok
(ezeket gyakran torrenteknek is nevezzu¨k, amely valo´ja´ban a megosztott tartalom
technikailag fontos jellemzo˝it le´ıro´ meta fa´jl, de az elneveze´s nem lesz fe´lree´rtheto˝).
A BitTorrent a fa´jlokat darabokra osztja. Egy adott fa´jlra ne´zve a megoszto´k hal-
maza azon felhaszna´lo´kat tartalmazza, akik rendelkeznek a fa´jl o¨sszes darabja´val.
Fontos szempont, hogy a leto¨lto˝k is tudnak egyma´s ko¨zo¨tt darabokat csere´lni, ı´gy
a leto¨lte´s ko¨zben egyben felto¨lto˝ke´nt is szolga´lja´k a rendszer mu˝ko¨de´se´t. Pontosan
ez az az o¨tlet, amito˝l a BitTorrent rendk´ıvu¨li mo´don jo´l ska´la´zhato´ [5]. A tova´b-
biakban BitTorrent ko¨zo¨sse´g alatt felhaszna´lo´k (leecherek e´s seederek), valamint
fa´jlok egy ro¨gz´ıtett halmaza´t e´rtju¨k.
Capota˘ e´s szerzo˝ta´rsai [3] nyoma´n egy BitTorrent ko¨zo¨sse´g aktua´lis a´llapota´t
– vagyis, hogy egy adott ido˝pillanatban ki kinek to¨lthet fel, milyen adata´tviteli
korla´tok e´rve´nyesek, stb. – egy specia´lis ha´rmas gra´f reprezenta´cio´val ı´rhatjuk le.
Ezt az ira´ny´ıtott, su´lyozott ha´rmas gra´fot G = ({U,L,D} , E, f, c) jelo¨li. A ko¨zo¨s-
se´g alapveto˝ elemei a felhaszna´lo´k halmaza (I) e´s a torrentek halmaza (T ). Minden
i ∈ I felhaszna´lo´ rendelkezik µi felto¨lte´si kapacita´ssal e´s δi leto¨lte´si kapacita´ssal,
tova´bba´
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U = { ui | i ∈I} : a felto¨lto˝ csu´csok halmaza, ahol ui az i felhaszna´lo´ felto¨lte´si
(seeding vagy leeching) potencia´lja´t reprezenta´lja;
D = { di | i ∈I} : a leto¨lto˝ csu´csok halmaza, ahol di az i felhaszna´lo´ leto¨lte´si
(leeching) potencia´lja´t reprezenta´lja;
L = { lti | i ∈ I, t ∈ T} : a leeching csu´csok halmaza, ahol az lti (u´n. leeching
session) le´teze´se azt jelo¨li, hogy az i felhaszna´lo´ e´ppen leech-eli, leto¨lti a
t torrentet;
E : az e´lek halmaza; E = EU∪ED, ahol EU =
⋃
i,j,t(ui, l
t
j) a felto¨lto˝ e´lek halmaza,
e´s ED =
⋃
j,t(l
t
j , dj) a leto¨lto˝ e´lek halmaza;
c : U ∪ L ∪D → N : a kapacita´s fu¨ggve´ny, amely a re´sztvevo˝k sa´vsze´lesse´g-korla´tait
reprezenta´lja:
c(ui) = µi, c(di) = δi, c(l
t
i) =∞;
f : E → R+ : a folyam fu¨ggve´ny, a kiosztott sa´vsze´lesse´get reprezenta´lja azokon
az e´leken, amelyek kiele´g´ıtik a folyammegmarada´si tulajdonsa´got:∑
ui∈U
f(ui, l
t
j) = f(l
t
j , dj) ∀ltj ∈ L,
valamint a kapacita´s korla´tokat:∑
ljt : (ui,l
t
j)∈EU
f(ui, l
t
j) ≤ µi ∀ui ∈ U,
∑
ltj : (l
t
j ,dj)∈ED
f(ltj , dj) ≤ δj ∀dj ∈ D.
Ce´lunk minden (ltj , dj) ∈ ED e´lre a max-min me´lta´nyos ero˝forra´s-eloszta´s meg-
hata´roza´sa, vagyis minden egyes leto¨lto˝ e´lre a leheto˝ legnagyobb folyam kisza´mı´-
ta´sa, figyelembe ve´ve, hogy egy leto¨lto˝ e´len sem no¨velheto˝ a folyam e´rte´ke olyan
a´ron, hogy egy to˝le kisebb folyammal rendelkezo˝ leto¨lto˝ e´len cso¨kkentju¨k azt.
Ez tulajdonke´ppen a Pareto-optima´lis ero˝forra´s-eloszta´s egy rokon feladata [14].
A forma´lis defin´ıcio´ megtala´lhato´ pl. [3] e´s [14] cikkekben.
3. A proble´ma megolda´sa; modella´t´ıra´si leheto˝se´gek
A max-min me´lta´nyos ero˝forra´s-eloszta´s kisza´mı´ta´sa´t ce´lzo´ algoritmus kiindu-
la´si alakja´t a 3.1. algoritmus tartalmazza. A kora´bbi cikku¨nkben [1] bemutatott
megolda´s tulajdonke´ppen Radunovic´ e´s Le Boudec a´ltala´nos max-min programo-
za´si algoritmusa´nak [14] a feladatra adapta´lt va´ltozata. A leto¨lte´si e´lek max-min
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me´lta´nyos folyamait iterat´ıv mo´don sza´mı´tjuk: minden itera´cio´ban a legkisebb,
me´g nem ro¨gz´ıtett folyammal rendelkezo˝ leto¨lto˝ e´lekre a´llap´ıtjuk meg a minden
korla´tot kiele´g´ıto˝ legnagyobb folyam e´rte´ke´t. A halmazokat nagy betu˝kkel, az opti-
maliza´la´si feladatok do¨nte´si va´ltozo´it kis betu˝kkel, mı´g a parame´tereket (a ro¨gz´ıtett
e´rte´kkel b´ıro´ va´ltozo´kkal egyetemben) go¨ro¨g betu˝kkel jelo¨lju¨k.
3.1. Algoritmus. mMaxMin
1. Also´ korla´t sza´mı´ta´sa a folyam e´rte´kekre. MM0 megolda´sa:
max f,
f.h. f(ltj , dj) ≥ f ∀(ltj , dj) ∈ ED.
A minima´lis folyam e´rte´k elta´rola´sa. Legyen φ := f .
2. Maxima´lis a´tvitel sza´mı´ta´sa. Az MMMaxFlow -val jelo¨lt LP-feladat megolda´sa:
max
∑
(ltj ,dj)∈ED
f(ltj , dj),
f.h. f(ltj , dj) ≥ φ ∀(ltj , dj) ∈ ED.
Optimum elta´rola´sa. Legyen σ :=
∑
(ltj ,dj)∈ED f(l
t
j , dj).
3. Inicializa´la´s. Legyen F := ∅, k := 1, E1 := ED, ∀(ltj , dj) ∈ ED : ℓtj := 0, φ0 = 0.
4. LP-megolda´s (max-min folyam e´rte´k kisza´mı´ta´sa). Az mMM
(1)
k -gyel jelo¨lt LP-
feladat megolda´sa:
max fk, (1)
f.h.
∑
(ltj ,dj)∈Ek
f(ltj , dj) +
∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek)
ℓtj ≥ (1− ϵ) · σ
f(ltj , dj) ≥ fk ∀(ltj , dj) ∈ Ek.
Optimum elta´rola´sa. Legyen φk := fk.
5. Elo˝megolda´s (max-min folyammal rendelkezo˝ e´lek kiva´laszta´sa).
Ekf :=
 (ltj , dj) ∈ Ek
∣∣∣∣∣∣
c(dj)−
∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek) ℓ
t
j
deg−k (dj)
= φk
 ,
xtj := 0, ∀(ltj , dj) ∈ Ekf .
A deg−k (dj) a dj azon bemeno˝ e´leinek sza´ma, amelyek Ek elemei. Ha |Ekf | ̸= 0, ugra´s
a 7. le´pe´sre.
6. MINLP-megolda´s (max-min folyammal rendelkezo˝ e´lek kiva´laszta´sa).
Az mMM
(2)
k -vel jelo¨lt vegyes-ege´sze´rte´ku˝ bilinea´ris programoza´si feladat megolda´sa:
max
∑
(ltj ,dj)∈Ek
xtj ,
f.h.
∑
(ltj ,dj)∈Ek
f(ltj , dj) x
t
j + φk ·
∑
(ltj ,dj)∈Ek
(1− xtj) +
∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek)
ℓtj = (1− ϵ) · σk, (2)
f(ltj , dj) ≥ φk ∀(ltj , dj) ∈ Ek,
f(ltj , dj) > φk x
t
j ∀(ltj , dj) ∈ Ek,
ahol xtj ∈ {0, 1}.
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7. Fixa´la´s (kiva´lasztott e´leken folyam ro¨gz´ıte´se). A φk-ra vonatkozo´ akt´ıv korla´tok
kikerese´se, e´s a kapcsolo´do´ leto¨lto˝ e´leken a folyam e´rte´kek ro¨gz´ıte´se:
Φk :=
{
(ltj , dj) ∈ Ek | xtj = 0
}
,
ℓtj := φk, ∀(ltj , dj) ∈ Ek ahol xtj = 0,
F := F ∪ Φk, Ek+1 := Ek \ Φk.
8. Mega´lla´si felte´tel. Ha F = ED, mega´llunk. Ku¨lo¨nben k := k+1 e´s ugra´s a 4. le´pe´sre.
Az algoritmus 1. le´pe´se´ben egy jo´ also´ korla´tot sza´mı´tunk a folyam e´rte´kekre,
ezt a 4. le´pe´sben haszna´ljuk majd fel. A 2. le´pe´sben meghata´rozzuk a ha´lo´zat
maxima´lis a´tvitele´nek me´rte´ke´t abban az esetben, amikor minden leto¨lto˝ e´lre az
f(ltj , dj) ≥ φ. Kora´bbi cikku¨nkben megmutattuk, hogy ez a σ-val jelo¨lt szint az
algoritmus minden itera´cio´ja´ban biztos´ıthato´. A ko¨vetkezo˝ le´pe´sben inicializa´lunk:
az F halmaz kezdetben u¨res, ez tartalmazza majd a ro¨gz´ıtett folyam e´rte´kek azo-
nos´ıto´it; k a ciklusva´ltozo´; Ek a k. itera´cio´ban ro¨gz´ıtetlen folyammal rendelkezo˝
e´lek halmaza; az utolso´ itera´cio´ uta´n pedig ℓtj tartalmazza minden (l
t
j , dj) ∈ ED
leto¨lto˝ e´lre az optima´lis folyam e´rte´ke´t. A 4. le´pe´sben kisza´mı´tjuk a ro¨gz´ıtetlen
folyamok max-min e´rte´ke´t, tova´bba´ egy jo´ kezdo˝ (f´ızibilis) megolda´st a 6. le´pe´s
specia´lis MINLP-je´hez. Az 5. le´pe´s egyfajta elo˝megolda´s, szerepe´t a 3.5. alsza-
kaszban re´szletesebben bemutatjuk. Ez a le´pe´s el is hagyhato´. A 6. le´pe´sben
a´ll´ıtjuk elo˝ azt a max-min me´lta´nyos eloszta´st, ami egyu´ttal a σ a´tvitelt is garan-
ta´lja (ϵ tolerancia´val, amit a lehetse´ges numerikus hiba´k miatt engedu¨nk meg).
Ennek a MINLP-nek a ce´lja, hogy a 4. le´pe´sben meghata´rozott max-min e´rte´ket a
leheto˝ legkevesebb e´lre ro¨gz´ıtsu¨k egy-egy itera´cio´ 7. le´pe´se´ben. Ve´gu¨l, 4-to˝l isme´-
telju¨k a le´pe´seket, amı´g minden e´lre meg nem hata´roztuk a max-min me´lta´nyos
alloka´cio´t.
A 3.1. algoritmusnak terme´szetesen sokfe´le varia´cio´ja ke´pzelheto˝ el, a megva-
lo´s´ıta´s sora´n e´rdemes lehet ku¨lo¨nfe´le modelleze´si
”
tru¨kko¨ket” alkalmazni. Kora´bbi
cikku¨nk munka´latai ko¨zben mi magunk is to¨bbfe´le va´ltoztata´st eszko¨zo¨ltu¨nk a
hate´konysa´g no¨vele´se e´rdeke´ben, azonban az egyes va´ltoztata´sok hasznossa´ga´nak
igazola´sa´ra akkor nem keru¨lhetett sor. A ko¨vetkezo˝kben sza´mbavesszu¨k az a´lta-
lunk javasolt mo´dos´ıta´sokat, az 5. szakaszban pedig elemezzu¨k az ezen mo´dos´ı-
ta´sok kombina´cio´ibo´l elo˝a´llo´ modell-va´ltozatok hate´konysa´ga´t a futa´si ido˝ e´s az
ele´rt optimum e´rte´k tekintete´ben.
3.1. Egy redunda´ns korla´t hozza´ada´sa
A 3.1. algoritmus 4. le´pe´se´ben szereplo˝ mMM
(1)
k jelze´su˝ LP feladathoz hozza´-
adhatjuk a ko¨vetkezo˝ korla´tot:
fk ≥ φ. (3)
Antal e´s Vinko´ [1] 3. lemma´ja alapja´n a (3) korla´t redunda´ns, e´s csak az elso˝
itera´cio´ban akt´ıv, mivel az (1) jelze´su˝ ce´lfu¨ggve´ny e´s a 7. fixa´lo´ le´pe´s egyu¨ttesen
kike´nyszer´ıti, hogy fk > fk−1 minden k itera´cio´ra. Ugyanakkor benyoma´sunk
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szerint az LP-megoldo´nak jelento˝s seg´ıtse´g, ha ez a fix also´ korla´t is szerepel a
feladatban.
3.2. Bilinea´ris vegyes-ege´sze´rte´ku˝ feladat McCormick-a´t´ıra´sa
A 3.1. algoritmus 6. le´pe´se´ben szereplo˝ mMM
(2)
k jelze´su˝ bilinea´ris programoza´si
feladat helyettes´ıtheto˝ a McCormick-a´t´ıra´sa´val [11]. Ez az a´t´ıra´s egy ekvivalens
vegyes-ege´sze´rte´ku˝ linea´ris programoza´si (MILP) feladatot eredme´nyez, amelyben
a bilinea´ris kifejeze´sek helye´re u´j, folytonos va´ltozo´kat vezetu¨nk be:
ptj := f(l
t
j , dj) · xtj ,
ahol ∀(ltj , dj) ∈ Ek : ptj ∈ R+, tova´bba´ xtj ∈ {0, 1}. AzmMM(2)k feladat McCormick-
a´t´ıra´sa teha´t a ko¨vetkezo˝:
max
∑
(ltj ,dj)∈Ek
xtj ,
f.h.
∑
(ltj ,dj)∈Ek
ptj + φk
∑
(ltj ,dj)∈Ek
(1− xtj) +
∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek)
ℓtj ≥ (1− ϵ) · σ, (4)
f(ltj , dj) ≥ φk ∀(ltj , dj) ∈ Ek,
f(ltj , dj) > φk x
t
j ∀(ltj , dj) ∈ Ek,
min
(
δj x
t
j , f(l
t
j , dj)
) ≥ ptj ∀(ltj , dj) ∈ Ek, (5)
max
(
0, f(ltj , dj)− δj (1− xtj)
) ≤ ptj ∀(ltj , dj) ∈ Ek, (6)
vagyis az eredeti (2) jelze´su˝ korla´tot lecsere´lju¨k (4)-re, e´s kiege´sz´ıtju¨k a feladatot
az (5) e´s (6) korla´tokkal.
Haba´r a proble´ma dimenzio´ja no˝ az a´t´ıra´s folyta´n, egy egzakt korla´toza´s e´s
sze´tva´laszta´s t´ıpusu´ megoldo´ alkalmazhato´ az elo˝a´llo´ MILP globa´lis optimuma´nak
megtala´la´sa´ra [2].
A ko¨vetkezo˝kben az algoritmus 6. le´pe´se´ben szereplo˝ MINLP-, ill. MILP-fela-
datokra gyu˝jto˝ne´ven MIP-ke´nt fogunk hivatkozni.
3.3. Kezdo˝e´rte´kada´s a bina´ris va´ltozo´kra
Az mMM
(1)
k optima´lis megolda´sa leke´pezheto˝ mMM
(2)
k egy f´ızibilis megolda´sa´-
ra. Legyen
f
(2)
k (l
t
j , dj) := f
(1)
k (l
t
j , dj),
e´s
xtj :=
1 ha f (1)k (ltj , dj) > φk e´s (ltj , dj) ∈ Ek,0 ha f (1)k (ltj , dj) = φk e´s (ltj , dj) ∈ Ek.
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Itt f
(y)
k (l
t
j , dj) a kapcsolo´do´ f(l
t
j , dj) folyam e´rte´keket jelo¨li az mMM
(y)
k egy f´ızibilis
megolda´sa´ban. Az mMM
(2)
k feladat megolda´sa sora´n seg´ıtse´get jelenthet a bina´ris
va´ltozo´kra vonatkozo´ kezdo˝e´rte´kek explicit megada´sa.
3.4. Kezdo˝e´rte´kada´s a McCormick-a´t´ıra´s mesterse´ges va´ltozo´ira
AzmMM
(2)
k McCormick-a´t´ıra´sa´nak kezdo˝e´rte´ke csakugyan elo˝a´ll´ıthato´mMM
(2)
k
kezdo˝e´rte´ke´bo˝l. Ehhez mMM
(2)
k kezdo˝e´rte´ke´t bo˝v´ıtsu¨k a p va´ltozo´kra vonatkozo´
e´rte´kekkel:
ptj :=
f (1)k (ltj , dj) ha xtj = 1 e´s (ltj , dj) ∈ Ek,0 ha xtj = 0 e´s (ltj , dj) ∈ Ek.
3.5. Elo˝megolda´s, avagy folyamok ro¨gz´ıte´se a folyammegmarada´sra
hivatkozva
A 3.1. algoritmus 5. le´pe´se egy, az AMPL-elo˝megoldo´ja´ban is megvalo´s´ıtott
standard LP-elo˝megoldo´ technika [9, 10]. Az
Ekf :=
{
(ltj , dj) ∈ Ek
∣∣∣ c(dj)−∑(ltj ,dj)∈(ED\Ek) ℓtj
deg−k (dj)
= φk
}
halmaz azokat a leto¨lto˝ e´leket tartalmazza, amelyekre a kapcsolo´do´ f(ltj , dj) folyam
e´rte´kek egye´rtelmu˝en kisza´mı´thato´ak a ha´lo´zat folyammegmarada´si tulajdonsa´ga
alapja´n. A fenti kifejeze´sben deg−k (dj) a dj csu´cs azon bemeno˝ e´leinek sza´ma´t
jelo¨li, amelyeken a k. itera´cio´ban me´g nincs ro¨gz´ıtett folyam.
Pontosabban, Ekf minden eleme´re ro¨gz´ıtheto˝ a φk folyame´rte´k az algoritmus
k. itera´cio´ja´nak 7. le´pe´se´ben, me´ghozza´ a 6. le´pe´sben szereplo˝ MIP megolda´sa´to´l
fu¨ggetlenu¨l. Ennek megfelelo˝en az elo˝megolda´st tartalmazo´ modellekben kimarad
a MIP megolda´sa, amennyiben Ekf ̸= ∅ valamely k. itera´cio´ban.
Ha lenne olyan leto¨lto˝ e´l, amelyre φk e´rte´ku˝ folyamot kellene ro¨gz´ıteni, de az
elo˝megoldo´ ezt nem tudja mega´llap´ıtani, u´gy a ko¨vetkezo˝ itera´cio´ban φk+1 e´rte´ke
meg fog egyezni φk-val e´s a MIP megolda´sra keru¨l. Legrosszabb esetben az itera´-
cio´k sza´ma´nak dupla´za´sa´val is ja´rhat ez a megolda´s, azonban az a´ltalunk tesztelt
esetekben az itera´cio´k jelento˝s re´sze´ben minden szu¨kse´ges fixa´la´s megto¨rte´nt az
elo˝megolda´si fa´zisban, e´s csak az esetek to¨rede´ke´ben volt szu¨kse´g a MIP megolda´-
sa´ra.
3.6. Modellva´ltozatok
A fent bemutatott mo´dos´ıta´si javaslatok kombina´cio´ibo´l o¨sszesen tizenketto˝
modellva´ltozatot ke´sz´ıtettu¨nk, hogy a mo´dos´ıta´sok hasznossa´ga´t ku¨lo¨n-ku¨lo¨n, ill.
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1. ta´bla´zat. A vizsga´lt modellek a´ttekinte´se
Modell 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
ref • • • • •
1 • • • •
2 • • •
3 • •
4 •
5
6 •
7 • •
8 • • •
9 • •
10 • •
11 •
egyu¨ttesen elemezni tudjuk (eredme´nyek az 5. szakaszban). Az 1. ta´bla´zat o¨ssze-
foglalja, hogy melyik modell melyik kora´bbi alszakasz(ok)ban bemutatott mo´do-
s´ıta´st tartalmazza. Referenciake´nt (ref) a kora´bban publika´lt matematikai mo-
dell [1] szolga´lt, amely minden mo´dos´ıta´st tartalmazott, a to¨bbi modellt sza´mokkal
jelo¨ltu¨k.
4. Tesztesetek
Ahhoz, hogy a ku¨lo¨nbo¨zo˝ algoritmusvaria´nsokkal numerikus hate´konysa´gi vizs-
ga´latokat ke´sz´ıthessu¨nk, sza´mos mesterse´gesen genera´lt ha´lo´zatot ke´sz´ıtettu¨nk.
Ebben a szakaszban ezen tesztha´lo´zatok elo˝a´ll´ıta´sa´nak mo´dszereit ko¨zo¨lju¨k.
Alapveto˝en ha´rom, le´nyegileg ku¨lo¨nbo¨zo˝ t´ıpusu´ ha´lo´zatot gya´rtottunk, amelyek
a ko¨vetkezo˝k:
Tu´lkereslet: Ebben az esetben a ko¨zo¨sse´gben ele´rheto˝ fa´jlok egy re´sze´t sokkal
to¨bben akarja´k leto¨lteni, mint amennyien a teljes tartalommal rendelkeznek.
A BitTorrent fogalmai szerint teha´t ilyenkor nagyon sok leto¨lto˝ e´s ehhez
ke´pes nagyon keve´s megoszto´ van jelen. A ha´lo´zatokat u´gy gya´rtottuk, hogy
a fa´jlok ve´letlenszeru˝en va´lasztott 10%-a´ban legyen tu´lkereslet. Konkre´tan
a felhaszna´lo´k fele leto¨lto˝ke´nt van jelen a kiva´lasztott t´ız sza´zale´kban. Meg-
jegyezzu¨k, hogy ezek a felhaszna´lo´k emellett leto¨lto˝ke´nt vagy felto¨lto˝ke´nt
re´szt vehetnek ma´s fa´jlokban is. Az ilyen a´llapot a´ltala´ban akkor fordul
elo˝ valo´s BitTorrent ko¨zo¨sse´gekben, amikor megjelennek rendk´ıvu¨l ne´pszeru˝
tartalmak, amire hirtelen nagyon sokan k´ıva´ncsiak.
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Egyenletes: Itt minden fa´jlra teljesu¨l egyfajta egyensu´ly, nagyja´bo´l ugyanannyi
a leto¨lto˝, mint a megoszto´.
Tu´lk´ına´lat: Itt pedig a ko¨zo¨sse´gben ele´rheto˝ fa´jlokat sokkal to¨bben k´ına´lja´k leto¨l-
te´sre, mint amennyien azt te´nylegesen le is to¨ltik e´ppen. Teha´t to¨bb meg-
oszto´ van, mint leto¨lto˝. E´rdekes mo´don valo´s BitTorrent ko¨zo¨sse´gekben ez
az a´llapot az, amely a legto¨bbszo¨r elo˝fordul. Ennek re´szben az a magyara´-
zata, hogy az ilyen ko¨zo¨sse´gekben a ro¨gz´ıtett szaba´lyok egyike a´ltala´ban elo˝´ır
bizonyos ido˝tartamig to¨rte´no˝ rendelkeze´sre a´lla´st (seedele´st), vagy pedig azt,
hogy a leto¨lto¨tt mennyise´g valamely re´sze´t fel kell to¨lteni a rendszerbe. Ez
uto´bbi hosszas ido˝t vehet ige´nybe abban az esetben, ha a fa´jlra ma´r csak
cseke´ly az e´rdeklo˝de´s.
T´ıpusonke´nt 9 tesztha´lo´zatot gya´rtottunk, amelyekben a felhaszna´lo´k sza´ma
100, 300 e´s 500 volt, mı´g a torrentek sza´ma rendre 50, 100 e´s 200. Ami a sa´vsze´-
lesse´geket illeti (amely a folyam ha´lo´zatban az e´lek kapacita´sa´t jelenti), mindegyik
ha´lo´zatban ve´letlenszeru˝en va´lasztottunk e´rte´keket, egyenletes eloszla´ssal, me´g-
pedig a felto¨lto˝ e´lekre a [128, 2048] intervallumbo´l, mı´g a leto¨lto˝ e´lekre az [512, 4096]
intervallumbo´l. A gra´fok me´rete´t a 2. ta´bla´zatban foglaltuk o¨ssze. Vegyu¨k e´szre,
hogy minden gra´fban a pontok sza´ma jelento˝sen to¨bb, mint a felhaszna´lo´k e´s tor-
rentek sza´ma. Ennek a magyara´zata, hogy bemenetke´nt nem pa´ros gra´fot kell
megadnunk, hanem a 2. fejezetben eml´ıtett ha´rmas gra´fot, amelyben elso˝sorban a
ko¨ztes (L halmazba tartozo´) csu´csok sza´ma lesz magas.
2. ta´bla´zat. A tesztele´shez haszna´lt gra´fok csu´csainak sza´ma (n) e´s e´leinek sza´ma
(m)
A valo´s BitTorrent ko¨zo¨sse´gekbo˝l sza´rmaztathato´ gra´fok az itt vizsga´ltakna´l
jo´val nagyobb me´retu˝ek, ugyanakkor nem felte´tlenu¨l reprezenta´lnak olyan eseteket,
amelyeket itt vizsga´ltunk. A kisebb me´ret tova´bba´ leheto˝ve´ teszi, hogy kiva´rhato´
ido˝n belu¨l legyen megolda´sunk.
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5. Eredme´nyek
5.1. Tesztko¨rnyezet le´ıra´sa
A ha´lo´zat o¨sszete´tele´nek, valamint a megolda´s sora´n alkalmazott matematikai
modellnek a megoldo´ (solver) program hate´konysa´ga´ra gyakorolt hata´sa´t szerettu¨k
volna mega´llap´ıtani, eze´rt kiterjedt numerikus tesztele´st ve´geztu¨nk. A 3. szakasz-
ban bemutatott tizenketto˝ modellva´ltozat, a 4. szakasz huszonhe´t tesztesete e´s ketto˝
professziona´lis megoldo´ minden lehetse´ges kombina´cio´ja´ra ha´rom futtata´st ve´gez-
tu¨nk.
Az algoritmus-varia´nsok AMPL-nyelven voltak ko´dolva. A Gurobi- e´s a MOSEK-
solvert vettu¨k go´rcso˝ ala´, mivel ez a ke´t a´ltala´nos nemlinea´ris megoldo´ a´llt rendel-
keze´su¨nkre, amelyek a szo´ban forgo´ modellek optimaliza´la´si feladatait kiva´rhato´
ido˝n belu¨l meg tudta´k oldani. Mindke´t megoldo´t az alape´rtelmezett parame´terek-
kel mu˝ko¨dtettu¨k. A tesztek egy 24 magos Intel Xeon 2, 27 GHz-es sza´mı´to´ge´pen
futottak, ahol 24 GB memo´ria a´llt rendelkeze´sre.
5.2. Gurobi
A 3–5. ta´bla´zatok a Gurobi-megoldo´val ele´rt a´tlagos futa´si ido˝ket mutatja´k
a ku¨lo¨nbo¨zo˝ feladatoszta´lyokra. Megjegyezzu¨k, hogy bizonyos modell–teszteset–
megoldo´ kombina´cio´kra, valo´sz´ınu˝leg a feladat bonyolultsa´ga´bo´l ado´do´ nagy ta´r-
ige´ny miatt, mindha´rom futtata´skor szegmenta´la´si hiba´val a´llt le az AMPL. Ezeket
az eseteket
”
n.a.” jelo¨li a ta´bla´zatokban.
A mege´rte´s seg´ıte´se´re minden tova´bbi ta´bla´zatra vet´ıtettu¨nk egy, az adatokbo´l
ke´szu¨lt ho˝te´rke´pet is, a ko¨vetkezo˝ sz´ınska´la alapja´n:
Tova´bba´ minden oszlopban ala´hu´za´ssal jelo¨ltu¨k a minimumot.
Mindenekelo˝tt szembeo¨tlo˝, hogy a ha´lo´zat fele´p´ıte´se rendk´ıvu¨li me´rte´kben befo-
lya´solja a megoldo´ sebesse´ge´t. Az egyenletes t´ıpusu´ ha´lo´zatokra lehetett a leggyor-
sabban kisza´mı´tani a max-min me´lta´nyos ero˝forra´s-eloszta´st, a futa´si ido˝ a´tlaga
itt 475 ma´sodperc volt. A tu´lkeresletet mutato´ ha´lo´zatokban az a´tlagos futa´si
ido˝ egy nagysa´grenddel nagyobb, 5 380 ma´sodperc volt, mı´g a tu´lk´ına´latot mutato´
ha´lo´zatokon dolgozott legtova´bb a megoldo´, a´tlagosan isme´t egy nagysa´grenddel
tova´bb, 41 940 ma´sodpercig.
Az 1–3. algoritmusvaria´nsok minden tesztesetre a leglassabbnak bizonyultak,
a 2. e´s 3. varia´ns to¨bb esetben szegmenta´la´si hiba´val a´llt le. Az 1. varia´ns az
5.-hez ke´pest a´tlagosan 59%-kal lassabban futott, a referencia´hoz viszony´ıtva teha´t
a´tlagosan to¨bb, mint ne´gyszeres futa´si ido˝t ige´nyelt. Ugyanakkor a 8. varia´ns
a referencia´hoz viszony´ıtva a´tlagosan 4%-kal ro¨videbb futa´si ido˝ket produka´lt.
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3. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ a´tlaga Gurobi-megoldo´val a tu´lkeresletet mutato´ ha´lo´za-
tokra (ma´sodperc)
4. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ a´tlaga Gurobi-megoldo´val az egyenletes keresletet mutato´
ha´lo´zatokra (ma´sodperc)
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5. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ a´tlaga Gurobi-megoldo´val a tu´lk´ına´latot mutato´ ha´lo´za-
tokra (ma´sodperc)
Mega´llap´ıthato´ teha´t, hogy a 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-a´t´ıra´s alkal-
maza´sa az elo˝megolda´s ne´lku¨l jelento˝sen, de az elo˝megolda´ssal egyu¨tt is kisme´r-
te´kben bonyol´ıtja a feladatot.
A 3.4. alszakaszban felva´zolt kezdo˝e´rte´kada´s, az 1. e´s 2. varia´ns eredme´nyeire
alapozva, az esetek 84%-a´ban jav´ıtott a futa´si ido˝n, a´tlagosan 6%-kal.
A 3.3. alszakasz kezdo˝e´rte´kada´sa, a 2. e´s 3. varia´ns o¨sszevete´se alapja´n a McCor-
mick-a´t´ıra´ssal kombina´lva tizenegy esetben, vagyis az o¨sszevetheto˝ esetek 50%-
a´ban lass´ıtott ne´mileg a megolda´son. Ugyanakkor az 5. e´s 6. varia´ns alapja´n,
teha´t csupa´n a kezdo˝e´rte´kada´s hata´sa´t vizsga´lva kedvezo˝bb a helyzet: az esetek
89%-a´ban gyorsabb volt a 6. varia´ns, a´tlagosan 6%-kal. U´gy tu˝nik tova´bba´, hogy
a ha´lo´zat t´ıpusa´to´l fu¨gg a javula´s nagysa´ga: mı´g a tu´lkeresletet mutato´ pe´lda´k-
ban 1%-os lassula´st eredme´nyezett a kezdo˝e´rte´kada´s, az egyenletes ha´lo´zatokban
6%-kal gyorsabb, mı´g a tu´lk´ına´latot mutato´ ha´lo´zatokban 12%-kal gyorsabb volt
a 6. varia´ns. A 4. e´s 7., 10. e´s 8., valamint 11. e´s 9. varia´nsok futa´si ideje´t is
o¨sszehasonl´ıtva, a 3.3. alszakasz kezdo˝e´rte´kada´sa´t implementa´lo´ modellek a´tlago-
san mintegy 3%-kal voltak gyorsabbak a kezdo˝e´rte´kada´st mello˝zo˝, minden egye´b
tekintetben megegyezo˝ varia´nsokna´l.
A 3.1. alszakaszban bemutatott redunda´ns korla´t hozza´ada´sa a 4. e´s 5. vari-
a´ns o¨sszehasonl´ıta´sa´ban 7 esetet lesza´mı´tva seg´ıt a Gurobinak, a´tlagosan mintegy
4%-kal futott gyorsabban a 4. varia´ns. Ebben a tekintetben azonban igen nagy
a szo´ra´s, a legjobb esetben 30%-kal is gyorsabb volt a 4. varia´ns, a legrosszabb
esetben azonban 13%-kal lassabb. A 10. e´s 11. varia´ns az elo˝megoldo´t is imple-
menta´lja, ebben a kontextusban nagyobb hasznot hozott a plusz korla´t: a´tlagosan
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9%-kal gyorsabban futott a 10. varia´ns. A 6. e´s 7., valamint a 8. e´s 9. varia´nst
is figyelembe ve´ve a´tlagosan 6%-os javula´st eredme´nyez a futa´si ido˝ tekintete´ben
a 3.1. alszakaszban ta´rgyalt mo´dos´ıta´s. E´rdemes megfigyelni, hogy az egyenletes
k´ına´latot mutato´ gra´fokra csak kis me´rte´ku˝ javula´st, ill. bizonyos esetekben lassu-
la´st eredme´nyez ez a mo´dos´ıta´s.
Mindha´rom t´ıpusu´ ha´lo´zatban a 3.5. alszakasz elo˝megoldo´ja´t megvalo´s´ıto´ o¨t
algoritmusvaria´ns (a referencia e´s a 8-11.) produka´lta a legro¨videbb a´tlagos futa´-
si ido˝ket, a 8. e´s 10. varia´ns hasonlo´ ido˝vel a ke´t leggyorsabb volt. A referencia
algoritmus a´tlagosan 58%-kal gyorsabban futott, mint a 3. szakaszban bemutatott
mo´dos´ıta´sokat ne´lku¨lo¨zo˝ 5. varia´ns, haba´r egyetlen esetben 16%-kal lassabb volt
anna´l (az 500 felhaszna´lo´t e´s 200 torrentet tartalmazo´ pe´lda´n a tu´lk´ına´latos teszt-
halmazban). O¨sszevetve a referencia algoritmust az 1. varia´nssal, tova´bba´ a 8. e´s
7., 9. e´s 6., 10. e´s 4., valamint a 11. e´s 5. varia´nsok futa´si ideje´t, az elo˝megoldo´
bee´p´ıte´se 32–88%-kal (a´tlagosan 61%-kal) gyors´ıtotta meg a ve´grehajta´st.
A megolda´s mino˝se´ge´t tekintve nem volt jelento˝s ku¨lo¨nbse´g az egyes algorit-
musvaria´nsok ko¨zo¨tt. A to¨bbszo¨ri futtata´s eredme´nyei is identikusak voltak, csak
a futa´si ido˝k ku¨lo¨nbo¨ztek.
A futa´si ido˝k varia´cio´s koefficienseit mutatja a 6–8. ta´bla´zat. A varia´cio´s koeffi-
ciens tulajdonke´ppen az a´tlaggal norma´lt szo´ra´s sza´zale´kos forma´ja. A tesztesetek
elte´ro˝ me´rete miatt a szo´ra´st ebben az esetben nincs e´rtelme o¨sszehasonl´ıtani.
A Gurobi a´ltal ige´nyelt futa´si ido˝k a´tlagos varia´cio´s koefficiense mintegy 19%
volt a teljes adathalmazra.
5.3. MOSEK
A 9–11. ta´bla´zatok a MOSEK-megoldo´val ele´rt a´tlagos futa´si ido˝ket mutatja´k.
A Gurobival o¨sszehasonl´ıtva ez a megoldo´ az esetek 65%-a´ban lassabb volt: a tu´l-
keresletet mutato´ ha´lo´zatokra a´tlagosan 56%-kal, az egyenletes keresletet mutato´
ha´lo´zatokra 151%-kal, mı´g a tu´lk´ına´latot mutato´ ha´lo´zatokra a´tlagosan 20%-kal
to¨bb ido˝t ige´nyelt, mint a Gurobi.
A ha´lo´zat fele´p´ıte´se´to˝l itt is nagy me´rte´kben fu¨ggo¨tt a megoldo´ sebesse´ge.
Az ara´nyok a Gurobihoz hasonlo´ak voltak: az egyenletes t´ıpusu´ ha´lo´zatok max-min
me´lta´nyos ero˝forra´s-eloszta´sa´t a´tlagosan 884 ma´sodperc alatt lehetett kisza´mı´tani,
a tu´lkeresletet mutato´ ha´lo´zatokra ugyanez 3 966 ma´sodpercig tartott, a tu´lk´ına´-
latot mutato´ ha´lo´zatokra pedig a´tlagosan 34 649 ma´sodpercig.
E´rdekes, hogy a 4–7. algoritmusvaria´nsok produka´lta´k a leggyorsabb futa´si
ido˝ket, ugyanakkor a MOSEK ezekre a modellekre jelento˝sen elte´ro˝ optimumot
tala´lt mind a ha´rom teszthalmazban, mint a Gurobi. A to¨bbi esetben nem volt
jelento˝s elte´re´s a ku¨lo¨nbo¨zo˝ varia´nsok a´ltal tala´lt optimumban. Felmeru¨l a ke´rde´s,
hogy egya´ltala´n itt miro˝l is van szo´. Az algoritmus ve´geredme´nyke´nt egy valo´s
sza´mokbo´l a´llo´ vektort ad meg, amelynek hossza megegyezik az ED leto¨lto˝ e´lek
halmaza´nak me´rete´vel. Mivel a haszna´lt programok lebego˝pontos mu˝veleteket
ve´geznek, eze´rt kerek´ıte´si hiba elo˝fordulhat, amely befolya´solhatja a ve´geredme´nyt.
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6. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ varia´cio´s koefficiense Gurobi-megoldo´val a tu´lkeresletet
mutato´ ha´lo´zatokra (sza´zale´k)
7. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ varia´cio´s koefficiense Gurobi-megoldo´val az egyenletes
keresletet mutato´ ha´lo´zatokra (sza´zale´k)
Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)
EGY NEMLINEA´RIS VEGYES-EGE´SZE´RTE´KU˝ OPTIMALIZA´LA´SI FELADAT
KU¨LO¨NFE´LE MODELLJEINEK KOMPARATI´V ELEMZE´SE 87
8. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ varia´cio´s koefficiense Gurobi-megoldo´val a tu´lk´ına´latot
mutato´ ha´lo´zatokra (sza´zale´k)
9. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ a´tlaga MOSEK-megoldo´val a tu´lkeresletet mutato´ ha´lo´-
zatokra (ma´sodperc)
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10. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ a´tlaga MOSEK-megoldo´val az egyenletes keresletet
mutato´ ha´lo´zatokra (ma´sodperc)
11. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ a´tlaga MOSEK-megoldo´val a tu´lk´ına´latot mutato´ ha´lo´-
zatokra (ma´sodperc)
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Jelen esetben pontosan ezt tapasztaltuk, teha´t a ke´t megoldo´ a kerek´ıte´si hiba´kra
ku¨lo¨nbo¨zo˝ke´ppen e´rze´keny.
A Gurobihoz hasonlo´an itt is a McCormick-a´t´ıra´st megvalo´s´ıto´ 1–3. algorit-
musvaria´nsok voltak a leglassabbak, mindha´rom produka´lt szegmenta´la´si hiba´t is
a legnagyobb feladatokon.
A 3.4. alszakasz kezdo˝e´rte´kada´sa, a 3.3. alszakasz kezdo˝e´rte´kada´sa, e´s a 3.1. al-
szakasz redunda´ns korla´tja a´tlagosan mintegy 4%, 3%, ill. 5% lassula´st eredme´nye-
zett a MOSEK-megoldo´val kombina´lva.
A referencia a´tlagosan 65%-kal gyorsabban futott, mint az 1. algoritmusva-
ria´ns, ra´ada´sul ebben az o¨sszehasonl´ıta´sban (teha´t a McCormick-a´t´ıra´ssal kombi-
na´lva) minden esetben to¨bb, mint 50%-os gyorsula´st eredme´nyezett a 3.5. alsza-
kasz elo˝megoldo´ja. Ugyanakkor a 8–11. algoritmusvaria´nsokat az elo˝megoldo´t nem
implementa´lo´ pa´rjaikkal o¨sszehasonl´ıtva a´tlagosan 67%-os lassula´st tapasztaltunk
a MOSEK esete´ben.
A futa´si ido˝k varia´cio´s koefficienseit a 12–14. ta´bla´zat tartalmazza. A MOSEK
a´ltal ige´nyelt futa´si ido˝k a´tlagos varia´cio´s koefficiense a Gurobito´l nagyobb, a´tla-
gosan 30% volt a teljes adathalmazra.
5.4. Konklu´zio´
A 15. ta´bla´zat tartalmazza egy-egy algoritmusvaria´ns a´tlagos futa´si ideje´t az
egyes teszthalmazokra. A 300 felhaszna´lo´t e´s 100, ill. 200 torrentet, tova´bba´ az 500
felhaszna´lo´t e´s 100, ill. 200 torrentet tartalmazo´ teszteseteket mello˝ztu¨k az a´tlag-
sza´mı´ta´s sora´n, hogy a szegmenta´la´si hiba miatt hia´nyzo´ adatok (ld. az 5.2. alfe-
jezet eleje) ne torz´ıtsa´k az eredme´nyt.
A cikkben ko¨zo¨lt tesztek eredme´nyei alapja´n a ko¨vetkezo˝ tanulsa´gokat vonhat-
juk le:
• A ha´lo´zat fele´p´ıte´se´to˝l rendk´ıvu¨li me´rte´kben fu¨gg a megoldo´ sebesse´ge.
Az egyenletes t´ıpusu´ ha´lo´zatokra a leggyorsabb, a tu´lk´ına´latot mutato´ ha´lo´-
zatokra pedig a leglassabb kisza´mı´tani a max-min me´lta´nyos ero˝forra´s-el-
oszta´st. A sebesse´g nagyja´bo´l ara´nyos az alkalmazott specia´lis ha´rmas gra´f
reprezenta´cio´ csu´csainak e´s e´leinek a sza´ma´val.
• A Gurobi a´ltala´ban gyorsabban oldotta meg a feladatot, e´s keve´sbe´ volt
e´rze´keny a kerek´ıte´si hiba´kra, mint a MOSEK. Ugyanakkor a Gurobi to¨bb
tesztesetre produka´lt szegmenta´la´si hiba´t.
• A Gurobi kedvezo˝bben reaga´lt a cikkben szereplo˝ modella´t´ıra´sokra.
• A 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-a´t´ıra´s alkalmaza´sa minden eset-
ben lass´ıtotta a megolda´st. Ez meglepo˝ e´s egyben pozit´ıv eredme´ny, amellyel
kimutattuk, hogy a tesztelt megoldo´k ko¨nnyebben boldogultak a kisebb me´-
retu˝ nemlinea´ris feladattal, mint a nagyobb me´retu˝ linea´ris va´ltozattal.
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12. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ varia´cio´s koefficiense MOSEK-megoldo´val a tu´lkeresletet
mutato´ ha´lo´zatokra (sza´zale´k)
13. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ varia´cio´s koefficiense MOSEK-megoldo´val az egyenletes
keresletet mutato´ ha´lo´zatokra (sza´zale´k)
Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)
EGY NEMLINEA´RIS VEGYES-EGE´SZE´RTE´KU˝ OPTIMALIZA´LA´SI FELADAT
KU¨LO¨NFE´LE MODELLJEINEK KOMPARATI´V ELEMZE´SE 91
14. ta´bla´zat. A futa´si ido˝ varia´cio´s koefficiense MOSEK-megoldo´val a tu´lk´ına´latot
mutato´ ha´lo´zatokra (sza´zale´k)
15. ta´bla´zat. Egy-egy modell-va´ltozat a´tlagos futa´si ideje (ma´sodperc)
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• A mesterse´ges va´ltozo´kra vonatkozo´ kezdo˝e´rte´kada´s (3.4. alszakasz) hata´sa
az alkalmazott megoldo´to´l e´s a feladat t´ıpusa´to´l fu¨ggo˝en va´ltozott, az o¨sszes
teszt a´tlaga´ban +1,01% volt.
• A bina´ris va´ltozo´kra vonatkozo´ kezdo˝e´rte´kada´s (3.3. alszakasz) hata´sa az
alkalmazott megoldo´to´l e´s a feladat t´ıpusa´to´l fu¨ggo˝en va´ltozott, az o¨sszes
teszt a´tlaga´ban elenye´szo˝, mindo¨ssze +0,06% volt.
• A 3.1. alszakaszban le´ırt fix also´ korla´t hozza´ada´sa az alkalmazott megol-
do´to´l e´s a feladat t´ıpusa´to´l fu¨ggo˝en elte´ro˝ hata´st gyakorolt, az o¨sszes teszt
a´tlaga´ban +0,66% javula´st eredme´nyezett a megolda´s sebesse´ge´ben.
• A cikkben szereplo˝ modella´t´ıra´sok ko¨zu¨l a 3.5. alszakaszban bemutatott elo˝-
megoldo´ hata´sa a legkedvezo˝bb, az o¨sszes teszt a´tlaga´ban +9,75% javula´st
eredme´nyezett.
• Nem volt olyan algoritmusvaria´ns, amely minden teszthalmaz esete´n egye´r-
telmu˝en a legjobb lett volna, me´g azonos megoldo´ esete´ben sem.
6. O¨sszefoglala´s
Jelen cikkben egy komplex, nagyme´retu˝ linea´ris e´s vegyes-ege´sze´rte´ku˝ nemline-
a´ris optimaliza´la´si feladatokat is felvonultato´ proble´ma kapcsa´n elemeztu¨k a mate-
matikai modelleze´s sora´n felmeru¨lo˝ a´t´ıra´si leheto˝se´gek hata´sait. Kiterjedt nume-
rikus tesztele´st ve´geztu¨nk tizenke´t modellva´ltozat, huszonhe´t teszteset e´s ketto˝
professziona´lis megoldo´ minden lehetse´ges kombina´cio´ja´val.
Az elve´gzett k´ıse´rletek sza´mos e´rdekes eredme´nnyel szolga´ltak. Egyre´szt meg-
a´llap´ıthatjuk, hogy nem tala´ltunk olyan modellva´ltozatot, amely minden esetben
a leggyorsabban oldotta meg a feladatot. La´ttuk tova´bba´, hogy a tesztelt korszeru˝
megoldo´k sza´ma´ra nem jelentett proble´ma´t a bilinea´ris fel´ıra´s hate´kony megolda´sa.
Ve´gu¨l isme´t kiemelendo˝ az elo˝megoldo´ (presolve) technika´k haszna´lata´nak jelento˝s
elo˝nye.
Tova´bble´pe´ske´nt tervezzu¨k megvizsga´lni a modellek ha´lo´zati folyam alaku´ fel-
ı´ra´sa´nak hata´svizsga´lata´t, amelyre az AMPL-nyelv leheto˝se´get ad. Ezuta´n pedig
az elve´gzett k´ıse´rletek egyfajta megford´ıta´sa ko¨vetkezhet, amelyben a bemenetke´nt
megadott gra´fok szerkezete´nek me´lyebb elemze´se´vel kimutatjuk, hogy az egyes
algoritmus varia´nsoknak mely gra´fok a legkedvezo˝bbek a megolda´s hate´konysa´-
ga´nak szempontja´bo´l.
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
Vinko´ Tama´st az MTA Bolyai-o¨szto¨nd´ıja ta´mogatta.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF SEVERAL MODELS OF THE SAME
SAME MIXED-INTEGER NONLINEAR PROGRAMING PROBLEM
Elvira D. Antal and Tama´s Vinko´
Our study was inspired by modeling questions emerging in connection to computing max-min
fair bandwidth allocation in BitTorrent communities.
We analyze several reformulation and solution techniques, including the McMormick refor-
mulation of a MINLP, and a standard LP presolve technique, in point of running time and
reached optimum value. Our extensive numerical investigation involves twelve different models
of the same problem, twenty-seven test cases, and two professional solvers.
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